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SUMARIO

A crescente aplicacdo dos métodos numeéricos discretos para analise de estruturas no campo da
engenharia tem sido feita j& ha algumas décadas. As modelagens até entdo feita experimentalmente
tem sido, a cada dia, substituidas por modelos numéricos teorizados e calibrados adequadamente.
Esse uso volumoso dos métodos numeéricos, destacando o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o
Método dos Elementos de Contorno (MEC), tem-se dado, principalmente, pelo impacto tecnolégico
dos computadores junto com a facilidade — em geral - que tais métodos apresentam para a sua
sistematizacdo em codigos computacionais.

Com o impacto provocado por computadores de arquitetura paralela a andlise numérica, foram
desenvolvidos procedimentos numéricos para este novo paradigma computacional voltados a
resolucgéo de sistemas de equagdes lineares.

Neste trabalho, entdo, apresenta-se um método que tem se destacado para a resolucao do sistema
em paralelo: 0 método dos gradientes conjugados. Sendo que foi aperfeicoado um otimizador
conhecido para melhorar sua perfomance: a Decomposicao Incompleta de Cholesky. Desta maneira,
mostra-se 0 exemplo - analisados pelo MEF - de treliga tridimensional em computacéo paralelo.
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1 INTRODUCAO

A resolucdo do sistema linear do tipo
[K]-{U}={F} @

gerada pelo MEF, onde [K] é a matriz de rigidez simétrica e positiva definida, {U} o vetor de deslocamentos e {F} é o
vetor das acdes, pode ser resolvido pelo dois métodos conhecidos na literatura: método direto e iterativo.

Conforme [1], no inicio das aplicacdes do MEF, metade da década de 50, os algoritmos iterativos eram comumente
utilizados. A utilizacdo destes métodos requerem iterativamente a realizacdo de um produto matriz-vetor, sendo que
nesta matriz armazena-se apenas os valores diferentes de zero e sem altera-los ao longo do método. Assim, para sistema
esparsos - que sdo caracteristicos do MEF - torna-se uma grande vantagem sua utilizacdo, pois, este fator era
imprescindivel para a época em virtude de que os computadores tinham baixa capacidade de armazenamento de dados.

Mas, como desvantagem destes métodos iterativos, destaca-se a dificuldade de se estimar o tempo de convergéncia
do sistema, j& que a convergéncia do método
é fator dependente do nimero de condicdo (k) 'da matriz [K]. Isto faz com que, muitas vezes, este método alcance
convergéncia em um nimero elevado de iteraces (ite), sendo que isto torna o método ineficiente.

Para diminuir o nimero de iteracdes do método, pode-se, entéo, aplicar as técnicas de pré-condicionamento sobre o
sistema originario dado pela equacéo (1). Este procedimento aplicado ao método é conhecido como métodos iterativos
com pré-condicionadores. Estas técnicas aceleram a convergéncia do sistema, mas sdo procedimentos que dependem do
tipo de problema a ser tratado, portanto, especificos e, portanto, é necessario se estudar um determinado pré-
condicionador para acelerar cada conjunto de problemas.

Os métodos diretos tém como vantagens a estabilidade e por saber-se, a priori, 0 nimero de opera¢Bes necessarias
ars ~ . 2 ~ - g
para a sua utilizagdo. Este valor é da ordem de O(%-Nn-m<), onde n e m sdo, respectivamente, o nimero de graus de

liberdade e o comprimento de semibanda. A estabilidade do método é garantida, pois, a convergéncia do método
independe do nimero de condicdo e assim, ndo precisam de estudos complementares para sua aplicac&o.

Como maior desvantagem para o método direto, sabe-se que os elementos da matriz armazenada [K], sdo alterados
ao longo do algoritmo. Assim, a esparsidade é perdida ao longo das operagdes, portanto, tendo-se que armazena-la por

inteiro, ou seja, com dimensdo (N - M) . Acrescenta-se também que 0 nimero de operagdes necessarias para 0 método
varia quadraticamente em (m), ou seja, sistemas onde o comprimento de banda € alto torna-se ineficiente seu uso.

Assim, pelos motivos apresentados anteriormente, € que no inicio das aplicagdes do MEF, em fungdo dos
computadores terem pequena capacidade de memdria, fator este limitante, optou-se pela utilizacdo dos métodos
iterativos.

Mas, com o desenvolvimento dos componentes microeletronicos, dando-se énfase a maior capacidade de
armazenagem de dados, a partir da metade da década de 60, com as desvantagens oferecidas pelos métodos iterativos,
pela boa estabilidade apresentada nos métodos diretos, estes Gltimos comegaram a ser empregados em substituicdo aos
métodos iterativos para resolucdo dos problemas advindos do MEF.

Ressalta-se, finalmente, que isto sd ocorreu porque os modelos estruturais implementados na época, geravam
sistemas lineares que eram possiveis de serem armazenados nos computadores existentes e pelo tipo de arquitetura
destas maquinas, basicamente seqiiencial ou vetorial, os métodos diretos ofereciam maiores vantagens em comparagao
aos métodos iterativos.

2 RESOLUCAO DO SISTEMA LINEAR EM PROCESSAMENTO PARALELO

Com o inicio da utilizacdo do processamento paralelo aplicado ao campo da engenharia, principalmente para a
resolucéo de um sistema linear, os métodos iterativos comegaram a se destacar.

Isto pelo fato que estes métodos possuem caracteristicas adequadas a este tipo de arquitetura, como boa
versatilidade para se armazenar os sistemas esparsos e o procedimento onde se faz, a cada iteracdo, o produto matriz-
vetor, o qual possui vantagens para paralelizagdo sem muita perda de eficiéncia. Além de que estes métodos realizam
muitas operagdes sobre vetores, fator também que se beneficia para tais computadores pelo sistema de pipeline.

1 O numero de condigdo é um fator determinado pelo quociente entre 0 maior e o menor autovalor da matriz.
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A boa versatilidade no tratamento de sistemas esparsos significa que para sistemas muito grandes, pode-se ao invés
de se armazenar toda a matriz de rigidez em banda de dimensdo (Nn-m), guarda-se - em vetores — apenas as posi¢oes
diferentes de zero, ja que a matriz [K] ndo ira ser alterada.

Em relacdo ao produto matriz-vetor, a vantagem oferecida pelo método se apresenta, principalmente, para aplicagéo
em sistemas de arquiteturas de memoria distribuida, ja que pode-se dividir os dados da matriz entre os diversos
processadores e se realizar o produto sob estes diferentes dados em cada processador local, tendo-se que apenas ap6s
este produto, atualizar globalmente o vetor resultante desta operagdo, trocando-se mensagens. Alguns trabalhos que
comentam as vantagens de se aplicar os métodos iterativos para analise em processamento em paralelo sdo [2, 3, 4, 5]

A grande vantagem da implementacdo do método direto em computadores com memoéria compartilhada se da no
fato de que os diversos processadores podem realizar todas as instrucbes do método sob diferentes dados. Tem-se que
apenas estabelecer pontos do cédigo computacional onde deve-se colocar comandos de sincronizagdo entre estes
processadores. Evita-se, assim, o problema ja tratado no capitulo 2, de racing condition. Destacam-se alguns trabalhos
onde é aplicado o método direto para analise em computadores paralelos com memdria compartilhada: [6, 7, 8, 9].

A grande desvantagem para paralelizacdo do método direto aparece para implementacdo em computadores de
meméria distribuida. Neste tipo de arquitetura, os dados do sistema (1) séo divididos entre os diversos processadores e
durante a execucdo do algoritmo, em determinado momento, um ou varios processadores ndo realizam instru¢ées com
os seus dados armazenados, ou seja, ficam ociosos, ndo aproveitando, entdo, o potencial total do paralelismo neste
método.

Um procedimento bastante adotado para otimizar resolu¢do do sistema linear em processamento paralelo pelo
método direto, tanto para computadores com memoria compartilhada para se evitar o problema do racing condition,
como para maquinas com meméria distribuida, para se superar a questdo da ociosidade, é utilizando as técnicas de
subestruturacdo e decomposicdo em dominio.

O emprego de uma destas técnicas acarreta numa sensivel redugdo do nimero de varidveis globais do sistema a ser
resolvido, lembrando-se que em cada processador ap6s a resolucao dos pontos de contorno (Shur Complement), obtém-
se as incdgnitas de cada subestrutura alocada em cada processador. Diminui-se, com isso, 0 tempo de sincronizagdo
para implementacdo em computadores de memdria compartilhada e menor ociosidade dos processadores para as
maquinas com memoria distribuida.

Citam-se assim alguns trabalhos onde é aplicado estas técnicas: [8, 9, 6, 10, 11, 12, 13]. Dentre estes trabalhos, um
que deve ser destacado é o realizado por [13], em que fazem a analise de uma estrutura tridimensional sob o efeito de
temperatura, necessitando-se de 8 Gbytes para armazenar a matriz de rigidez. A técnica utilizada foi a técnica da
decomposicdo em dominio em computadores com memodria distribuida. Armazena-se, assim, as sub-regifes da estrutura
nos diferentes processadores, ao todo séo 22 nos, condensando os graus de liberdade nos nds do contorno entre cada
sub-regido. Desta forma, reduz o sistema e para resolvé-lo, utiliza-se um algoritmo hibrido direto-iterativo.

Para o trabalho aqui apresentado, a resolugdo do sistema foi realizada via um método iterativo denominado de
método dos gradientes conjugados. Este método tem-se destacado para aplicagdo em processamento paralelo gracas a
sua facilidade de implementacéo e pela sua boa convergéncia quando se utiliza um pré-condicionador adequado. Assim,
0 proximo item mostrara em detalhes o método.

Ressalta-se que existem muitos outros métodos iterativos que oferecem vantagens para paralelizacdo. Cita-se 0s
trabalhos de [1, 14, 15], os quais apresentam em detalhes outros métodos iterativos, como: Gauss-Seidel, Jacobi e
Quase-Newton (BFGS).

2.1 METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS

O Meétodo dos Gradientes Conjugados € aplicado sobre a matriz [K], sendo esta simétrica e positiva definida. A
simetria é atendida tal que para um valor da matriz [K], por exemplo, kij tem-se que k; = kij, para qualquer i € j.

Para uma matriz [K] ser considerada positiva definida, tem-se que para todo vetor {U} ndo nulo, é valido
{U}'[K]{U} > 0. Geometricamente, isto significa que existe um ponto critico {Ux} na equacédo

()= %{U}T K] -U}-{UY {F} @

O Método dos Gradientes Conjugados (GC) é baseado na estratégia do método da descida ingreme. Nessa
estratégia, é escolhido um ponto {Ug}, como valor inicial, e mediante uma série de aproximacdo {U1}, {U2}, {Us}....,
2
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{Un} que é realizada até encontrar um ponto numericamente proximo do minimo da equagéo (1).

Um problema que surge na estratégia da descida ingreme, é que a convergéncia pode ser lenta, pois a estratégia ndo
impede que em determinado passo, chegue-se a uma mesma direcdo que um outro passo anterior, isto causa uma
oscilacdo no mesmo ponto que ndo é o de minimo.

Como avanco, no Método dos Gradientes Conjugados (GC) é usado a estratégia de sempre ir buscando direcdes
ortogonais {po}, {p1}, {p2}....... {pPn-1} as direcdes ja calculadas no passo anterior. Para cada uma dessas direcGes, se
encontrara uma das coordenadas de {U}, com isso, ap6s n passos, que € a dimensdo de {U}, o processo terminara e a
solugdo procurada é encontrada.

A aproximacao do vetor {U} fica neste processo:
{uj+l}:{uj}+aj{pj} ©))
e a garantia para atingir a ortogonalidade das direcGes de {pi} e {pi+1} de forma que sejam K- ortogonais é:
{p/}[K1-{p;} =0, paraix ¢)

e 0 pseudo- algoritmo do Método dos Gradientes Conjugados pode ser visto em [16].

Os teoremas (1) e (2), que tém suas respectivas demonstracfes em [2, 17], complementam os critérios de
convergéncia do método:

Teorema 1: Se as diregdes de busca {po}, {p:}, {p2}.--.-., {pPn-1} s@0 K-conjugados (K-ortogonais) e o escalar a; é
{p]F K1}
{p; > [KI-{p;}

dimenséo da matriz quadrada [K] do sistema da expresséao (1).

escolhido da forma que: a; = entdo o processo termina em, N0 MA&ximo, n passos, onde n é a

Teorema 2: Seja [K] simétrica e definida positiva, entdo o algoritmo dos gradientes conjugados produz uma sequéncia
de vetores {Uo}, {U1}, {U;}..., com a seguinte propriedade:

- )], <2 U, (5L o
. \/;+1

max

onde k= e Amax € Amin SA0, respectivamente, o maior e o0 menor autovalor de [K] e « é conhecido como nimero de
min

condicéo.

Pela equacéo (5) dois fatores influenciam na convergéncia do método dos gradientes conjugados: a aproximacao
inicial {Ug} e 0 nimero de condicéo (x).

Em relagdo a aproximacdo inicial, na literatura é comentado que este fator é de pouca importancia para a eficiéncia
do método. Entretanto, em [18] é apresentado um estudo de otimizagdo onde se obtém uma aproximacao inicial para o
vetor {Uo}. Nos ultimos anos, a pesquisa na area de inteligéncia artificial tem dado atencdo a este item, onde a
estratégia € criar bancos de dados de deformagdes e/ou de esforcos de determinados modelos estruturais e, assim,
aplicar algoritmos especiais conhecidos como meta-algoritmos para se otimizar a aplicacdo deste método.

Nota-se em (5) que a influéncia da variagdo do nimero de condi¢do (x) na convergéncia do método, é mais
significativo do que a aproximacdo inicial {Uo}. Assim, quanto maior € a diferenga entre os autovalores da matriz [K],
mais demorada é a convergéncia do método. Dessa forma, o principal empecilho para a utilizagdo deste método é
justamente a necessidade de se ter um nimero de condicao (k) de [K] o mais préximo do valor unitério.

Nos Ultimos cinco anos extensos estudos tém sido dedicados a busca de técnicas matematicas para se obter um
namero de condi¢do (k) 0 mais proximo do valor um.
A idéia basica empregada é de ao invés de se resolver o sistema [K]-{U}={F}, resolve-se um sistema do tipo

[M]-[K]-{U}=[M]-{F}, tal que a matriz obtida do produto ([M ]-[K1]) seja o mais préximo possivel da matriz
3
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identidade, onde sabe-se que Kigentidadce=1. ESta matriz [M] é conhecida como pré-condicionador, que nada mais é do que
um acelerador de convergéncia para o método.

Ressalta-se que esta analise numérica de otimizacdo da resolucdo de sistemas lineares via Método dos Gradientes
Conjugados com o uso da técnica de pré-condicionamento, é a area que deve ser dada mais atencdo para implementacéo
no MEF, ou em qualquer outra aplicacdo com este método de resolucdo de sistemas. Sem o seu adequado uso em
computacdo paralela, ndo se obtém ganho de desempenho de tais arquiteturas, pois como o método é sensivel ao
condicionamento da matriz, em geral, a convergéncia sem a sua utilizagéo é lenta.

2.2 PACOTE PIM

Para a implementacdo em paralelo do método dos Gradientes Conjugados (GC) utilizou-se o pacote de subrotinas
PIM, ver [19], que foi desenvolvido para a resolugdo em ambiente paralelo de sistemas lineares simétricos e nédo-
simétricos. Este pacote oferece além do método dos GC, outras alternativas de métodos iterativos como, por exemplo, o
Bi-Gradiente Conjugado (Bi-GC), Gradiente Conjugado Quadrado (QGC), a versdo estabilizada do Bi-Gradiente
Conjugado (Bi-CGSTAB), o0 Residuo Minimo Generalizado (GMRES), dentre outros.

O pacote PIM, tem o intuito de dar total liberdade ao usuario no que se refere ao armazenamento da matriz, seu
acesso e particionamento, bem como oferecer portabilidade aos diversos tipos de ambientes de programacéo em
computadores paralelos.

Para se atingir estes dois fatores citados anteriormente, trés pontos que sdo de responsabilidade do usuario para
serem implementados no método séo:

e O produto matriz-vetor,;
e Aimplementacdo com o pré-condicionador (se houver);
e Produtos internos dos escalares e critério de parada.

2.2.1 PRODUTO MATRIZ-VETOR

No que se refere ao produto matriz-vetor, o pacote PIM deixa por conta do usuério sua implementagdo. Assim, para
manter a portabilidade do pacote, o usuario deve conhecer as caracteristicas especiais (se houver) de sua matriz, seja
ela, por exemplo tridiagonal, pentadiagonal, cheia ou em banda, e desenvolver um procedimento heuristico ou néo
heuristico para utiliza-lo em processamento paralelo.

No que diz respeito ao armazenamento da matriz de rigidez negligenciando-se os valores fora do espectro do
comprimento de semibanda, emprega-se o procedimento convencional para a montagem da matriz, onde gera-se seus
valores comecando pela diagonal principal e os alocam a partir da primeira coluna de cada linha, transladando-se estas
colunas.

Para se realizar o produto matriz-vetor de um sistema em banda é necessério efetuar o produto de cada valor da
matriz duas vezes (menos para os valores da primeira coluna que representam a diagonal principal), ou seja:

¢ Para a linha i, o valor [Kj] multiplica o valor do vetor {U;}, armazenando este valor na linha i (se i);
e Para a linha j, o valor [K;] multiplica o valor do vetor {U;} e armazena-o em j (se i=).

Na figura (2), apresenta-se esquematicamente o procedimento em forma de pseudocdédigo da metodologia
empregada para se fazer o produto matriz-vetor com a matriz em semibanda. Resumidamente, tal procedimento é
explicado como:

e Para cada processador em cada passo, gera-se um vetor auxiliar ({Aux}) que contenha as caracteristicas do
deslocamento ({U}), que é referente aos valores das posi¢es armazenadas em sua meméria local e as posigdes que
estdo nos processadores adjacentes que influenciam em seu produto local. Desta forma € necessario fazer troca de
mensagem destes valores ndo conhecidos por cada processador, obviamente o Gltimo processador ndo precisa
receber estes dados, pois 0s valores necessarios ja estdo armazenados em sua propria memoria;

e Para cada processador, obtém-se os valores do vetor ({V}) resultante do produto local, os quais foram gerados pelo
préprio processo. Cria-se um outro vetor auxiliar ({S}) que armazena os valores de um produto local, advindo da
simetria, mas, que devem ser conhecidos pelos processadores adjacentes;
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[ Aa+Bb+Cc+Dd+Ee+Ff+Gg+Hh+li \
Ba+Jb+Kc+Ld+Me+Nf+Og+Ph+Qi+Rj
CatKb+ o . . .
E_Da+Lb+E . ° .

:Ea+Mb+: .
1Fa+Nb+1 e ° . .

LEGENDA:

] — valores que devem ser conhecidos pelo processador 2
O — valores que devem ser conhecidos pelo processador 3
] — valores que devem ser conhecidos pelo processador 4

FIGURA 1 — Produto matriz-vetor para multicomputadores

e Finalmente, em cada processador - menos o primeiro — somam-se 0s seus valores resultantes locais com 0s
produtos gerados pela simetria, ou seja o vetor ({S}), que foram obtidos pelos outros processadores adjacentes.

P1 P2 Pn-1 Pn
( 3 ( 3 ( 3
{U} {U}s
{U}': {U}Pi {U}en- y
{Auxt=< . [{Awd=< . M e [{Aux}=X S| {Auxy = U
{U}ek {UZ}pxk {U}en
\ J \ J \ J

{V}r:i= [KI{Aux}

{S}= [KN{ {U}p1}

P,—P,

{V}r2= [KI{Aux}

S}= [KI{ {Ue2}
P3—)Pn
{V}ro=
{V}p2+{S}r2

{V}en1=[K]{Aux}

{S}IKK {U}pn-1}
Pq
{V}pn1=
{V}en1+{S}rn1

{Vien=[K{{U}en}

{V}Pn=
{V}ent{S}rn

Pi—P; : processador i envia para os processadores (i+1) até j

FIGURA 2 — Procedimento esquematico do algoritmo para o produto matriz-vetor

2.2.2 PRODUTO INTERNO

Conforme apresentado pelo algoritmo da figura (4.2), verifica-se a necessidade de se realizar um produto interno do
tipo a ={u' }-{v} = Zin:l{ui}'{vi}' onde {U} e {Vv} sdo vetores distribuidos dentro dos diversos processadores.

Sem perda de generalidade, assume-se que cada processador armazena n/ p elementos, onde N é o total de graus de
liberdade da estruturae P é nimero de processadores.
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Este procedimento computacional em paralelo pode ser dividido em trés partes:

1. A computagio local de cada processador ¢ dada por = Zinilp{ui}-{vi}para cada processador;

2. A acumulagdo dos valores de [ ¢ feita através da seguinte forma apresentada na figura (4.5), com um
exemplo com 7 processadores em grupo:

FIGURA 3 — Modelo de transferéncia de dados em arvore

e no final de tal procedimento, obtém-se:

p .
o= ijlﬁj € armazena-se N0 Processo pail.

3. Transmite-se, assim, para todos os processadores o valor de « .

3 ALGORITMO DO METODO GC COM PRE-CONDICIONAMENTO
A adaptacdo do método dos gradientes conjugados puro, considerando-se o efeito do pré-condicionamento, pode

ser feita de modo que, ao invés de se aplicar o pré-condicionador na equacdo (1), realiza-se a contribui¢do da matriz
pré-condicionadora ao vetor residuo {rp}, ou seja:

{r.}={F}-[K]-{U} 6)

e aplicando a matriz pré-condicionadora, tem-se:

{ro}=IM1"* {F}-[M]*-[K]-{U} @)

Ou

{ro}=IMI"{r,} (8)
3.1 DECOMPOSIGAO INCOMPLETA DE CHOLESKY (IC)

Em [20] é primeiramente apresentado 0 método da decomposicao (ou também fatorizacdo) incompleta de Cholesky
para aplicacdo com o método dos gradientes conjugados. No trabalho destes pesquisadores, € discutido a possibilidade
do uso desta técnica para resolucdes de sistemas lineares simétricos e positivo-definidos para o caso onde a matriz é do
tipo M-matriz2. Em [21], é mostrado que a matriz [K] gerada pelo MEF, mesmo néo tendo as caracteristicas de M-
matriz, pode estender esta técnica apresentada em [20], e obter bons resultados de convergéncia para estes problemas.

3.1.1 MONTAGEM DO PRE-CONDICIONADOR INCOMPLETO DE CHOLESKY

O método da decomposicdo incompleta de Cholesky parte da idéia de se obter a matriz pré-condicionadora pela
fatorizacdo de [K] em uma decomposicdo de Cholesky, ou seja, fatorando a matriz [K] sob a forma:

2 [K]=(kij) é uma M-matriz se kij < 0 p/ i # j, [K] sendo ndo-singular e [K-1] > [0], sendo que estas matrizes séo geradas freqlientemente pela discretizagao de equacdes diferenciais

elipticas e parabdlicas.

6
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T
[K]=[L]-[L'] )
onde [L] é uma matriz triangular inferior de dimenséo (N -N).

Porém, fatorar a matriz [K] em [L] faz com que esta matriz triangular ndo seja tdo esparsa dentro do campo dado
pelo comprimento em banda quanto a matriz [K]. Isto é um “gargalo” para a resolugdo numérica do método, ja que ha a

necessidade de se armazenar estas matrizes cheias, ou seja, (N-M), acarretando mais uso de memoria e maior
quantidade de dados a serem manipulados em seu processamento.

Desta forma, perante este “gargalo”, o método da decomposi¢do incompleta se baseia em se fazer uma fatorizacéo
de [L] de [K], de maneira que alguns elementos sdo negligenciados na matriz [L] em posicGes apropriadas. Estas
posicOes sdo escolhidas de modo que se possa manter a esparsidade de [K] sobre as matrizes triangulares. Por isso, 0
método é denominado de decomposicdo incompleta de Cholesky.

Nestas matrizes triangulares, os valores negligenciados podem ocorrer em lugares arbitrarios® (mas fora da diagonal
principal) e as posicoes (i,j) ndo nulas serdo indicadas por um conjunto P que é descrito a seguir:

PcPn={(i,))]i#],1<i<n1<j<n} (20)
onde Py contém todos os pares de indices de entradas da matriz.

Desta forma, pode-se escolher um campo de preenchimento da matriz [L], indicado por P, onde o par (i,j) indicara
as posi¢des de todos os valores diferentes de zero.

3.1.2 VARIAGOES DOS ESPECTROS SOBRE L

Para o presente trabalho, desenvolve-se um algoritmo em que o espectro de influéncia sobre as posi¢es ndo nulas
na matriz [L] sdo variaveis de entrada do problema. Pode-se, assim, ser escolhido o comprimento de influéncia das
diagonais a partir da diagonal principal, como também a partir da Ultima diagonal nédo nula.

Como os valores de m; e m; podem ndo ser iguais, neste trabalho ndo poderia ser utilizado a abreviatura apresentada
em [20]. Por isso, criou-se uma referéncia especifica para a abreviacdo do método para se incluir os parametros m; e

mz.Como exemplo, considere um campo de P tal que m; = 4 e my = 3. Assim, 0 conjunto P serd denominado de pmnzz e
sera dado por:

Pl={(.j)li-jl#0,1,23m-3m2m-1} (11)

A notagdo para a utilizagdo do método dos gradientes conjugados com este pré-condicionador com influéncia
genérica, sera indicada por ICCG(m1,m;) e, para este Gltimo exemplo, tem-se ICCG(4,3).

3.1.3 PARALELIZACAO DO METODO IC

O método da decomposi¢do incompleta de Cholesky, para implementagcdo em ambiente em paralelo, ndo apresenta
caracteristicas vantajosas para este tipo de ambiente. Isto ocorre tanto para a montagem da matriz triangular inferior [L]
como para se obter o vetor pré-condicionado.

No tocante a montagem da matriz [L], averigua-se que esta técnica é propria para se realizar em programagdo
seqliencial, ja que a técnica em si é feita percorrendo-se todas as linhas da matriz [K] e, entdo, a partir de cada linha,
que chamaremos de linha-base, altera-se as demais linhas e colunas abaixo desta linha—base, procedendo assim para
cada variacdo da linha-base. Assim, para os diversos processadores que tém dominio sobre as linhas que estdo abaixo
da linha-base, estes tem que esperar o processador que tem controle da linha-base realizar a instrugdo sobre sua linha.
Em seguida, este processador envia esta linha para os processadores inferiores. SO entdo, estes podem realizar sua
instrucao.

Percebe-se, também, que se o (s) processador (es) tem (tém) dominio sobre as linhas que estdo acima da linha-base,
este (s) processador (es) tem que ficar ocioso (s) esperando o final do processo. A seguir, mostra-se de forma
esquematica o procedimento discutido.

3 Néo téo arbitrérios assim, pois dependendo da escolha destas posices, a matriz incompleta [L] pode ndo ser positiva-definida.
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P1 Processador (P4) : ocioso
b = A, +—» LINHA-BASE
2 Processador (P2) envia linha-base

p/ P e P4 e realiza seu processo

p Processador (Ps) : recebe linha-base
3 e realiza seu processo

Processador (P4) : recebe linha
base e realiza seu processo

P4

FIGURA 4 — Obtencdo da matriz [L] em programagc&o paralela

A resolugdo do sistema apresentado na equacdo (5.14) possui também caracteristicas préprias para programagao
sequencial. Pois, para se obter o vetor resposta {r}, realiza-se, respectivamente, uma substituicdo direta e uma
retrosubstituicio sobre o sistema.

Isto ocorre porque a matriz de rigidez e os vetores utilizados foram divididos em sub-blocos e cada sub-bloco
armazenado em um processador diferente. Assim, cada processador tem que aguardar a realizacdo das instrucGes sobre
0 processador adjacente, seja referente ao bloco superior para o caso da substituicdo direta ou sobre o bloco inferior
para o caso da retrosubstituicdo. Esquematicamente, na figura (5), é apresentado o procedimento para resolucdo do
sistema, sendo que (np) representa 0 nimero de processadores:

Substituicdo direta:

Parai=1,np
P; obtém { y,;,i } _ _
Paraj=1,np ( A
Sej>i {yP }
P; Envia { ypi }p/P; @ 1
Pjrecebe { Y }e :_,@ <{yP2}> — r
obtém { ij } L _’@ {yP }
Sendo Pjaguarda L w o

Fim de Para

Retrosubstituicao:

Parai=np, 1
Piobtem { Zp } ~ -
Paraj=np,1 Z
Sej<i { Pl}
Pi Envia{ZPi Yo/ P {Z }
P =
P,-recebe{ZPi}e < 2 > y
obtém { Zp } {Zp }
5 : NP
Sendo P;aguarda — -\ Y
Fim de Para
Fim de Para

FIGURA 5 — Esquema para obter o vetor {z} pré-condicionado em paralelo

4 MEDIDA DE DESEMPENHO

A medida usual de desempenho no processamento de programas ou de trechos paralelos é o fator conhecido como
Speed-up. Este eqlivale a relagdo do quociente entre o tempo necessario para sua execugdo em programacao sequencial
e 0 tempo em processamento paralelo com n processadores.

8
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Assim, esta relacdo é expressa por:

Tempo com 1processador
Tempo com n processadores

Speed —up = (12)

Esta relacdo mostra que para valores acima de 1 tem-se um ganho na execucdo do processamento com n
processadores. Aliada a medida de speed-up, tem-se a medida de eficiéncia do processo, a qual é dada pela relagdo

100 - (Speed —up)

Eficiéncia= — (%) (13)
ndmero de processadores
O limite superior do speed-up é dado pela relagéo
Speed —up < (14)
S+—

n
de tal modo que r representa a fragdo em tempo do processo que é paralelizavel dentro programa e s é dado por s =r-1.

Assim, por exemplo, onde o tempo de analise em paralelo é bem superior que o tempo sequencial, como no caso da
resolucdo do sistema com o emprego do método dos gradientes conjugados, pode-se, sem perda de generalidade,
afirmar que r = 1, ou seja, 100% do programa € paralelizavel. Portanto, nestes casos o Speed-up é limitado por

(Speed —up) <n (15)

5 APLICACAO NUMERICA

Apresenta-se aqui 0s resultados de speed-up, eficiéncia e do tempo de processamento de cada rede variando-se 0s
pré-condicionadores e o nimero de processadores. Na figura (6) é mostrado o modelo esquematico da trelica gerada.
Para este modelo variou-se o tamanho da rede com a utilizac&o de um gerador proprio desenvolvido. Nesta figura
também é apresentado as caracteristicas geométricas e fisicas do material. Este exemplo foi extraido de [22], bem como
as caracteristicas adotadas, sendo que aplicou-se uma carga concentrada no né central da estrutura, no banzo superior,
de valor indicado na tabela da figura (6).

CARACTERISTICAS DA TRELIGA

L=2250cm
H=150cm
S=6cm’

E=2100 kN/crf
F=10 kN

FIGURA 6 - Planta e perspectiva do modelo de trelica
Rede A: 19208 elementos e 4901 nés
Rede B: 63368 elementos e 16021 nds
Rede C: 95048 elementos e 23981 nos

A seguir, nas figuras (7) a (10), sdo apresentados os graficos de speed-up por nimero de processadores e de
9
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eficiéncia por nimero de processadores. O pré-condicionador ICCG(1,0) é classicamente conhecido como POLY (0).

Rede A - Speed-up
3
------ ICCG(6,8)
o ICCG(4,3)
2,54 |—a—iccG@E1)
- == - -Poly(0)
- “O- - -Sem pré-condicionador
2 1 ————Ideal
o
?
E 1,5
&
I O 7 &
0,5 1
[0] T
1 2 3
Numero de Processadores
FIGURA 7 —Speed-up da rede A
Rede A - Eficiéncia
100-
75 1
<
o
8 50 - 1CCG(6,8) .
% - @- - ICCG(4,3) el
= - A- - ICCG(@3,1) N
25 1 |- -+ - Py
Sem pré-condicionador
——— |deal
0 T
1 2 3
Numero de Processadores
FIGURA 8 —Eficiéncia da rede A
Rede B - Speed-up
3
2,5 1
=% 21 e e
3
=]
¢ 15
1% ——t——CCG(6,8)
n 1 - O- - ICCG(4,3)
13 1CCG(3.1)
& Poly(0)
o5+ e Sem pré-condicionador
———deal
0 T
1 2 3
Numero de Processadores

FIGURA 9 —Speed-up da rede B

10
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Rede B - Eficiéncia

50 - ICCG(6.8)

- - 8- - ICCG(4,3)

- A- - ICCG(3,1)
——&——Poly(0)

Eficiéncia (%),

25 1

------ Sem pré-condicionador
eeennonnnnens [l

0 T

1 2 3
Numero de Processadores

FIGURA 10 — Eficiéncia da rede B

Os valores de speed-up e de eficiéncia encontrados para a trelica demonstram, como era de se esperar, que 0 uso do

paralelismo so se torna significativo quando tem-se um nimero de equagdes do sistema relativamente grande, ou seja, a
partir do modelo B.

Pelos valores encontrados para 0 modelo B, tanto para speed-up como para eficiéncia, nota-se que com a maior
quantidade de trocas de mensagens e também com a maior dependéncia entre os diversos processadores, que ocorre
com o uso dos pré-condicionadores do tipo ICCG, a performance do sistema diminui a medida que aumenta-se o
namero de processadores, no caso de 1, 2 e 3.

Por outro lado, um outro fator que, também, deve ser considerado na performance do programa é o0 seu tempo
comparativo de convergéncia para os diversos pré-condicionadores sob os diversos processadores. Ja que os medidores
de desempenho séo pardmetros de comparagdo de eficiéncia do paralelismo no codigo computacional, mas néo
mostrando a performance relativa de tempo entre os diferentes pré-condicionadores.

Por exemplo, conforme a figura (9), o valor do speed-up para a rede B com o pré-condicionador ICCG(6,8) foi de
1,9 enquanto que sem o uso de pré-condicionador obteve-se um speed-up de 2,4, ambos com 3 processadores. Por outro
lado, o tempo requerido para resolver o sistema com o pré-condicionador ICCG(6,8) foi em torno de 5000 segundos e o
tempo sem pré-condicionador foi da ordem de 15000 segundos.

Assim, nas figuras (11) a (13) sdo apresentados os tempos de resolugdo das diversas redes sob os diversos
aceleradores de convergéncia.

Rede A - Tempo X Namero de processadores

1200

1000 ™

800,

B3

600

4

Tempo (s)

————1CCG(6.8)
ICCG(4,3)
1CCG(3,1)
200 ——&—— Poly(0)

——%—— Sem pré-condicionador

400 o

2
Numero de Processadores

FIGURA 11 —Convergéncia em termos de tempo da rede A
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Rede B - Tempo x Nimero de processadores

20000

Tempo (s)

————1CCG(6,8) _
- @- - |CCG(4,3)

—&——ICCG(3,1)

Poly(0)

= &= = Sem pré-condicionador

NiGmero de Processadores

FIGURA 12 —Convergéncia em termos de tempo da rede B

Rede C - Tempo x Niamero de processadores
80000

Tempo (s)

20000 +

———ICCG(6,8)

ICCG(4,3)
—a&——1CCG(3,1)
- - - %~ - -Poly(0)

— - =— - Sempré-

condicionador]

Nimero de Processadores

FIGURA 13 —Convergéncia em termos de tempo da rede C

Pelo apresentado pelas figuras (12) e (13), o tempo de resposta com os pré-condicionadores ICCG(6,8) e ICCG(4,3),
em fungdo da alta taxa de convergéncia destes pré-condicionadores, mesmo estes perdendo eficiéncia paralelismo, se
tornaram melhores pré-condicionadores do que com o uso do POLY(0) para este modelo, com este nimero de

processadores.

Para confirmar a eficiéncia em termos de tempo dos pré-condicionadores ICCG(6,8) e ICCG(4,3) com, no maximo,
3 processadores sob 0 modelo apresentado, na figura (14) é plotado para as diversas redes deste modelo, uma curva
associando o numero de graus de liberdade versus o tempo de processamento, sendo que isto foi feito para trés

processadores.

80000

Trelica - 3 processadores

60000

40000

Tempo (s)

20000

———1CCG(6,8)
- @- - ICCG(4.3)
— & —ICCG(3,1)
Poly(0)
——&—— Sem pré-condicionador

Nimero de equagdes

50000

75000 100000

FIGURA 14 —Curva (Tempo x N° de equaces) para a trelica
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O ultimo ponto da curva da figura (14) foi realizado em uma rede com 113288 elementos e 28561 nds, ou seja, com
85683 incagnitas no sistema linear, levando a formagao de uma matriz de rigidez com 85683 linhas e 720 colunas (em
semibanda) ou aproximadamente 500 Mbytes de meméria RAM.

6 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho teve o intuito de adaptar um cddigo computacional advindo do método dos elementos finitos
aplicado na analise de uma estrutura em multicomputadores. Em virtude da arquitetura deste tipo de maquina, teve-se
que modificar alguns procedimentos numéricos ja consagrados pelo método convencional aplicado ao MEF. Destaca-
se, assim, a alteracdo para a montagem e a resolucéo do sistema linear.

Convém ressaltar que o ponto de “gargalo” para a otimizacdo do método em processamento paralelo ocorre
justamente na resolucdo do sistema. Assim, para se adaptar o MEF para este tipo de arquitetura, é necessario dar énfase,
principalmente, a esta fase, sendo os demais procedimentos, de certa forma, corriqueiros na paralelizagdo. A
importancia do estudo da resolugcdo do sistema em multicomputadores se torna mais evidenciada quando se aplica a
problemas envolvendo ndo-linearidades, pois nestes processos, em geral, para cada incremento de passo, € necessario
resolver um novo sistema.

Para a montagem do sistema linear, utilizou-se o procedimento proposto por [7], o qual fora desenvolvido para
computadores de memaria compartilhada. Porém, este se adaptou plenamente aos multicomputadores. Esta alteracéo,
chamada em seu trabalho de abordagem nodal, consiste em montar a matriz de rigidez linha por linha e ndo pela forma
convencional elemento por elemento. Assim, para multicomputadores, isto é aproveitado de forma eficiente, pois
divide-se a matriz de rigidez dentre os diversos processadores e entdo, paralelamente, e mais importante ainda, de
maneira independente.

A grande vantagem oferecida por esta técnica, comparada com a técnica da decomposi¢cdo em dominio, € que para
esta Ultima é necessario aplicar um pré-processador para se redividir a rede, de tal modo a se obter um balanceamento
equilibrado dentre os véarios processadores. Na técnica aqui empregada, o balanceamento de carga é obtido
naturalmente.

Para a resolugdo do sistema linear, utilizou-se um método iterativo denominado de gradiente conjugado. Esta
técnica adequou-se bem na analise em multicomputadores, pois, para cada passo, é necessario realizar um produto
matriz-vetor, sendo este procedimento bem adequado na realizacdo em paralelo. Implementou-se este produto levando-
se em consideracao a simetria e a esparsidade caracteristicas do sistema. Com isso, aumentou-se a dependéncia entre os
diversos processadores, mas procurando-se ndo perder o potencial oferecido pelo produto sob diversos processadores, €
em virtude dos resultados encontrados, este resultado demonstrou ser eficiente.

Além disso, implementou-se também a soma global de um escalar, que é originado do produto interno local de cada
processador, advindo tanto para a procura da dire¢do que resolva o sistema quanto para o escalar originado pela norma
utilizada. O grande obstaculo que existe na utilizacdo do MGC é a dependéncia para convergéncia do método em
relacdo ao nimero de condicdo da matriz de rigidez. Assim, o método pode se tornar eficiente ou ineficiente conforme
as caracteristicas intrinsecas deste sistema.

Para solucionar este problema, é comum aplicar o pré-condicionamento sobre o sistema, a fim de tornar o método
mais eficaz. Assim, neste trabalho, foi proposto para processamento em paralelo uma adaptagéo do pré-condicionador
advindo da decomposi¢cdo incompleta de Cholesky (IC); onde foi generalizado o espectro de influéncia para se
considerar qualquer combinacdo de diagonais extras na montagem de [L].

Para o exemplo da trelica tridimensional, percebe-se que o tempo de convergéncia com o uso do ICCG(4,3) é um

pouco inferior ao obtido pelo ICCG(6,8). O segundo mostra uma convergéncia em termos de iteragdo um pouco menor
que o primeiro. Porém, em virtude da quantidade de operagdes serem maior no ICCG(6,8), em geral, o ICCG(4,3)
mostrou-se mais adequado para grandes sistemas. Ambos, quando comparados com POLY(0), e sem o pré-

condicionador, apresentaram valores da ordem de %4 inferiores aos dois Gltimos. V&-se também que a eficiéncia destes
dois primeiros foi de 63% para 3 processadores.
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